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CORRIGE DE L’INTERROGATION 1

Exercice 1. (1) Les dérivées partielles de f :
0 0
1 pt. ) =4 426~ A G (wy) = o+ 10y - 16

(2) (x,y) est un point critique si et seulement si %(:c, y) = g—g(x, y) = 0 donc
0,75 pt. z[42z? +2(6 —4y)] =0 et —42? + 10y —16 =0
Les points critiques sont (0,8/5), (1,2) et (—1,2)
(3) La matrice Hessienne de f en (z,y) :

9 1222 +2(6 — 4y) —8x
1 pt. & fa) = ( _8x 10

Pour trouver la nature de chaque point critique, il suffit de voir si la Hessienne en
ce point est définie positive ou négative.

8 8 8§ =8 —-4/5 0
0,75 pt. d2f<1,2>=<8 10) d2f<1,2>:<8 o) d2f<o,s/s>:( o/ 10)

On déduit que f admet deux minimums locaux au points (—1,2) et (1,2), (0,8/5)
est un point selle.

(4) Pour tout (z,y) € R? :
f(z,y) — 3 =2 4+ 2(3 — 2y)a? + 5y* — 16y + 13
1,5 pt. =(2? +3—2y)% — (9 — 12y + 4y*) + 5y* — 16y + 13
=(@*+3-2y)"+(y—2)? 20
Puisque f(1,2) = f(—1,2) = 3 alors f(x,y) > f(1,2) = f(—1,2) pour tout
(z,y) € R? d’ou f admet un minimum global atteint au points (—1,2) et (1,2).

)

Exercice 2. (1) C’est clair que f est continue sur R? — {(0,0)} (c’est le quotient de
deux polynomes avec un dénominateur non nul sur R? — {(0,0)}). Ce qui entraine
que = — f(z,tx) est continue sur R*. Si ¢t = 0 alors f(z,0) = 0 donc la fonction
est bien continue sur R. Sit #0:

. . that . 4-2 t .

Lpt. fim ) = iy e — e e — /00 sia <2

Conclusion : z +— f(z,tx) est continue sur R ssi (e < 2ett#0)out=0

(2) Supposons que a < 2. Il suffit de montrer que f est continue en (0,0). Pour tout
(z,y) € R? = {(0,0)} :

lz|lyl®
. z,Y)| = <
0,5 pt |f(z, )] @+ 7

1

(12 +y2)2
(CL’Q + y2)a

S (xQ + y2>2—a



car |z| < \/x? 4+ y? et |y| < \/22 + y2. On conclut que  lim  f(z,y) = f(0,0).

(z,y)—(0,0)
Réciproquement, si f est continue sur R? alors a < 2. Par contraposé, on suppose
que « > 2 est montrons que f n’est pas continue en (0,0). En effet

z—0 +too sia>2

0.5 pt. lim f(z,2) = {1/ Posa=2 s r0.0)

(3) 9L(0,0) = lim,—o 180S0 — g ¢ 9 (0,0) = lim,, o ZO2SOD — ¢
Pour tout (z,y) € R? — {(0,0)}

of Pl -20)2% + 9% Of _ay?[32% + (3 — 2a)y?]
£($7y) = (:CQ T y2)a+1 Fy(fﬂ,y) - (xQ + yg)a_H

(4) f est différentiable en (0,0) si
f(h1, ha) — £(0,0) — df(0,0)(h1, h2)

1,5 pt.

. _0
(1 ha)—(0.0) (b} + h3)'/2
avec df( o) (h1, ha) = %(0, 0)h1 + 2—5(0, 0)hg = 0. D’apres la question 2,
f(h’17 h?) . hlh%

1. —_— 1 [ — O
0,5 pt. (h1.h2)>(0.0) (h3 + h3)1/2 (ha h2)>(0.0) (h2 + h2)o+1/2
ssia+1/2<2.

(5) Si a < 3/2 alors pour tout (x,%) € R? — {(0,0)}

or ’ — (x2+y2)a+1
1 pt. < @ +y?)*2(1 - 20| + D(a® +4°)
— (x2+y2)a+1
< (J1 = 20 + 1)(a? + y?)?/2

Par des majorations analogues, on montre que

0 —«
|a§<x,y>| < (34 13— 2a])(a® + )

Puisque lim(%y)ﬂ(oyo)(a:Q +y?)3/27* = 0 si o < 3/2 alors
. of of of of
lim ——(x,y) = =-(0,0) et im —(x,y) =—=(0,0
(z,9)—(0,0) 5z "¥) = 550 (2,9)—(0,0) ﬁy( v) 3?/( )

On conclut que les dérivées partielles de f sont continues en (0,0) donc sur R?
d’ou f € C1(R?).



