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es restes chinois Dini et Ibrahim

Les probléemes de congruences simultanées sont connus dans
I'histoire des mathématiques comme « problemes des restes » ou

« des restes chinois ». C'est un sujet qui a donné lieu, depuis des
siecles, a de riches développements mathématiques et dont I'origine
reste hypothétique puisqu'il est tres difficile de déméler les
motivations premieéres qui en ont suscité l’intérét.

L'objet de ce projet n'est pas de faire une histoire exhaustive ou
quasi exhaustive de ces problemes. Notre perspective d'étude est
avant tout d’étudie un théoreme (reste chinois)

Dans un premier temps, nous présenterons la résolution
mathématique du probléme des congruences simultanées avec des
outils connus, d’abord dans la situation la plus simple ou les

général.

Dans un seconde temps, nous établirons une résolution
informatique du probleme des congruences simultanées dans des
différents langages (C++, JAVA, JAVA SCRIPT).

En tant que les théoremes des mathématiques se meigt a la realité ils ne
sont pas exacts.
En tant qu'ils sont exacts, ils ne se réferent pasla réalité.

Albert Einstein
<< La géométrie et I'expérience >
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DISPOSITION MATHEMATIQUE DU J

Il. ,  THEOREME

. A P /
W;EK comment resoudre des systemes de congruences

Avant de vouloir résoudre un systeme de congruences peut-étre
faut il rappeler ce qu'est une congruence :

On dit que a et b sont congru modulo n (n > 1) si n divise a - b. On
écrit a =b (mod n), notation introduite par Gauss
n) signifie que n divise a (ou que le reste de la division de a par n est
nul).
On a alors les propriétés suivantes (d'apres les propriétés de la
division) :

- Sia=b(modn)etc =d(modn)alorsa+c=b+d(mod n)

- Sia=b(modn)etc =d(mod n) alors ac = bd (mod n)

- Si ac = bc (mod n) et pgcd(c,n) =1 alors a =b (mod n)

(théoreme de Gauss) ( voir complémentaire le Theoreme et
la démonstration de GAUSS)

____________________________________________________________________

> N> > > > > > > > > > > N> > > > > > > > > > > N> > > 30> > > > > > N>
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____________________________________________________________________ 4
R _ : < Si a et b sont premiers entre eux, alors i 4
| flexisteuetventierstels queau+by=1> | :
. Venons-en a notre probléme: :
I comment résoudre le systeme de congruences suivant : : )
l : 4
i X, =a,mod m, | %
| 4
: 4
: 4
| X, =a,mod m, | )
| A
i C'est le théoreme des restes chinois qui nous fournit la réponse : | :
G | *
]

%

]

:
*********************************4***
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me ~  Théoréme et Démonstration ‘

A) Théoreme des restes chinois

Théoréme :

Prenons m,, ..., m, des entiers supérieurs a 2 deux a deux premiers

entre eux, et a,,...,a, des entiers. Le systeme d'équations :

X, =a,mod m,

X, =a,mod m,
admet une unique solution modulo M=m,x...xm_, donnée par la
formule :
x=a,M,y,+...+a, My, mod M
ou M=M/m,, et y=M," mod m, pour i compris entre 1 et n.

%##**************%?4*4****
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B)Démonstration du Théoreme

x est solution

Quel que soiti, a,y; M, =a, M, " M, modulo m, =
a; modulo m,.

Sii#j, a;y;M;= a; y; M/m; = 0 modulo m;
[M est un multiple de m; et D(m;,m;) =1 ]

n

Ainsi, X :(ZaiMiYi]moduloM = a, modulo m, .

i=1

La solution x est unique modulo M

Supposons I'existence de deux solutions x et x".
Quel que soit i, x = x"modulo m,,
Ainsi, x - x" est divisible par chacun des coefficients m,.

Comme ceux-ci sont deux a deux premiers entre eux, x -

x"' est divisible par leur produit M et x = x"modulo M.

*********************************E**
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) Théoréme des restes chinois Dini et Ibrahim )
4 ~ 4
4 n/ 4
: m)@/( Exemples d’Application :
4 4
: A) Exemples simples ] :
4 4
: X =3mod17 :
% X =4mod1l1 %
: X =5mod6 :
4 4
: Critere du théoreme :
4 4
: Premiérement :
: il faut que les m, soit premiers entre eux deux a deux :
: -17 et 11 sont premiers entre eux :
) -17 et 6 sont premiers entre eux )
: -11 et 6 sont premiers entre eux :
4 4
* Deuxiémement *
4 4
: On a M=m,X...xm, D’ou M=17*11*6=1122 Mi = M/mi :
: M1=1122/17 = 66 :
4 4
: Ms =1122/6=187 :
* Troisiemement *
4 4
: OnaYiMi=1modm, ou Yi =M, ' mod m, :
: Pour calculer les Yi utilisons :
' .4
: E étendu est une variante de i :
* ' qui permet, a partir de deux entiers a et b, de calculer non seulement leur | *
' 3 (PGCD), mais aussi un de leurs couples de ' )
* : (deux entiers u et v tels que au + bv = PGCD(a, b)). : *
* i Quand a et b sont ’ u est alors l'inverse pour la E *
: ! multiplication de a b, ce qui est un cas particulierement utile. ! :
: L e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = = 1 :
6
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2 17 1{x]15 1x17 1| x| (1x66 - -1 | x + 14 | x |17
3x17)

Remarquons que la derniére ligne donne 1= 8*66+ -31*17 , nous fournit
exactement ce que nous voulons : U1 =8 et V1 =-31

Ceci signifie que 8 est l’inverse pour la multiplication 66 modulo 17

Finalement on obtient donc :
X=(a1M1Y1 + azM2Y2 + asM3Y3) modulo 1122
X=(3*66*8+ 4*102*4 + 5*187*1) modulo 1122

X= 4151 modulo 1122

X= 785 mod 1122
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4 4
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A) Probléme du phare w

héoréme

ﬁ##**************%?*******

Probléme :

tln phare émet un signal jaune toutes les 15 minutes et un signal rouge
outes les 28 minutes. On apercoit le signal jaune a 0h02 mn et le rouge a
0h08 mn. A quelle heure verra-t-on pour la premiére fois les deux signaux
|émis en méme temps

AUTRE ASTUCE DE RESOLUTION

Pour résoudre ce probléme utilisons une ou deux propositions qui découle
du théoréeme des restes chinois

Proposition :
Soient (n1,n2) € (N \ {0,1}) 2, d=PGCD(n1,n2)

x = al [n1]
avec (al,a2) € N2
X = a2 [n2]

admet des solutions si et seulement sid | al-a2

Proposition :

x-x0 = 0 [n1]
x solution <:> <:> x-x0 € PPCM(n1,n2)N
x-x0 = 0 [n2]

Résolution :

X =2[15]

X= 8 [28]
15=3.5 et 28=22.7 |:> PGCD (15,28)=1
1 divise a1-a2=-6

*********************************2**
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Donc admet des solutions.

L’algorithme d’Euclide appliqué a 28 et 15 donne :
28 =15*1 + 13

15=13*1+ 2

13= 2*6 + 1

On en déduit que 1 =13-2*6 =13 -6*(15 - 13)

Soit1=7*13-6*15=7%(28 - 15) - 6*15
Soit 728 - 13*15 =1

7*28 = 1 [15]

1=7"28+ (1315 [ > {

(-13)*15 = 1 [28]

2+7*28 = 2 [15]

:> { 8*(-13)*15 = 8 [28]

Soit x0=2*7*28 + 8*(-13)*15 = -1168

x0 = 2 [15]
PPCM(15,28) = 15*28 = 420
x0 = 8 [28]

x solution de (S2){—) x = -1168 [420]

() x = -328 [420]
() x=92[420]

L’ensemble des solutions de (S2) est {92 + 420.k ; k € N}

On a ainsi : x0 = Th32mn

Les deux signaux sont émis en méme temps, pour la premiere fois, au temps x0

*********************************2**

%##**************%?4*4****

Dini et Ibrahim

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%



ERERRER,
T d

héoréme

ﬁ##**************%?*******

es restes chinois Dini et Ibrahim

La résolution étant la méme que le exemple cite dans le 3eme sous parties
du théoreme de restes chinois (Exemple d’application)

X = 2 [15]
X= 8 [28]

SOIT :

On a M=m,X...xm, D’ou M=15*28= 420

Mi= M/mi d’ou Mi=420/15 =28 M:= 420/28 =15

4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
: :
4 4
: OnaYiMi=1modm, ou Yi =M, ' mod m, :
: Pour calculer les Yi utilisons :
NS reeaam ;
: Finalement on obtient donc : :
: X=(a1M1Y1 + a2M2Y2 ) modulo 420 :
: X=(2*28*7+8*15*-13) modulo 420 :
: X =-1168 modulo 420 :
* FINALEMENT *
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4

X = 92 modulo 420

B) Probléme des soldats

Probleme :

Combien I'armée de Han Xing comporte-t-elle de soldats si,
rangés par 3 colonnes, il reste deux soldats, rangés par 5
colonnes, il reste trois soldats et, rangés par 7 colonnes, il
reste deux soldats ?

*********************************1*0**
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AUTRE ASTUCE DE RESOLUTION

Regle : « En comptant par trois, il en reste deux » : poser 140.
« En comptant par cinq, il en reste trois » : poser 63. « En
comptant par sept, il en reste deux » : poser 30.

Faire la somme de ces trois nombres, obtenir 233. Soustraire
210 de ce total, d’ou la réponse.

Reponse : 23

En général, pour chaque unité restante d’un décompte par trois,
poser 70 ; pour chaque unité restante d’un décompte par 5, poser
21 ; pour chaque unité restante d’un décompte par 7, poser 15. Si
[la somme ainsi obtenue] vaut 106 ou plus, 6ter 105 pour trouver la
réponse

Utilisons maintenant le théoreme :

Le probléeme des soldats se réduit donc a:

X =2mod3
X =3mod5
X =2mod7
On a donc M=m, X...xm,, D’ou M=3*5*7=105 Mi = M/mi

M1=105/3 =35
M2= 105/5 =21

M3 =105/7=15
On sait que YiMi =1 modm, ou Yi =M, ' mod m, on a donc
d’apres :Y1=U1=2 , Y2=U2=1 , Y3=U3=1

Finalement on obtient donc :
X=(a1M1Y1 + az2M2Y2 + asM3Y3) modulo 105
X=(2*35*2+ 3*21*1+ 2*15*1) modulo 105

X= 233 modulo 105

*********************************1$1*$
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1Il. , CAS PARTICULIEF J
“‘MQ‘/"' Premiére Méthode ‘
7=

_____________________________________________________________________

| , T N
' On commence par résoudre, padixe, le systeme

x; = 0 (mod m1} :
x; = 0 {(mod ma2)

x; = 0 {mod mi—1)
z; = 1 (mod my)
@ == (mod mz-+1) |

x; = 0 (mod m.)

" Pour ce faire, on pose k = mamy.+Mi1Mig My, Par hypothise, &; et m; sont premiers entre
- eux ef l'identité de Bezout nous donne wne égalité

1= ’I'ki + sm;.

' On pose 5; = rhy. On a alors que ; satisfait le systéme ci-dessus, Pour chaque i =1,2,....,n, on i
- trouve un tel #; tel que 4 = 1 {mod m;) et tel que %; soit un multiple des autres my. Une solution

et alors i
i 7= 0y0) + g8 40 o el

> N> N> > > > N> > N> > > > > > N> > > > > 30> > > > > > > > > 0> > B> > > > N> > > 30> > > > > > N> 3> > 3> > > > > > N> > > >
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_______________________________________________________________________

Résolvons le systéme
z=3 (modll)
=6 (mod8)
z=-1 (mod15)

: par la méthode déerite ci-dessus. Premitrement, nous résolvons le systéme '

S>> N> > N> > > > > > N> > N> > > 3> > > > > > N> 3> > > > 8> > B> > > > N> > > 0> > > > > > N> 3> > > > > > > > >

(mod 11)
(mod 8)
(mod 15)

8 8 8
m m
R e

en cherchant une identité de Bezout pour 11 et 120 = 8- 15, De

i 190 =11-10+ 10
C 1=10+1

| ontireque 1=11-10=11-{120~11-10) = 11- 11 - 120. On obtient donc o5 = ~12) qui est
| bien un multiple de 8 et de 15 eb qui est congru & L modulo 11.
' || Nous résolvons ensuite le systéme

b

0 (mod 11)
1 (mod8)
0 (mod 15)

1
I
I
1
1
I
1
I
I
1
1
I
1
I
I
1
1
I
1
I
I
1
e e e e m m m e e e e e e e e e e e e e e e = = = = = = = = - —

5

m i

i

de la méme maniere. On a

165=8-20+5
§=5+1)
§=3+1
J=2+1

|
:
*********************************1*3***
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d'olt l'on tire I'identité de Bezout
1=3-2=3-{§~3)=2-(8-5)-5=28-3-(165-8-20)=62-8- 3. 163,

On a alors zy = -3 - 165 = —495,

Troisiémement, on résout le systéme
z=0 (mod1l)
2=0 (mod$)
2=1 (mod 15)

L'identité de Bezout 1 =788 —41-15 donne 25 = 7- 88 = 616.

Finalement, on obtient
1= 31y + 629 — 2y = —3046

qui est une solution du systéme proposé. Si 'on veut 1a solution dont la valeur absolue est la plus
petite, on rajoute & ~3046 des multiples de M =811+ 15 = 1320 pour obtenir

o =-3046+3-1320=14,

m@i—» Seconde Méthode ‘

> N> 3> > > > > > > B> N> > > > > > > > > > > N> > > 3> > > N> > > >

s=a; (modmy)

=0y (modmg)

par une unique équation
z=b (mod mymy).

(On suppose toujours que les m; sont premiers deux & deux.)
Pour ce faire, on écrit

a1 + Mt

ag +magt

On peut maintenant remplacer les deux premisres équations par I'unique équation

r=b (modmims)

et continuer de manidre récursive jusqu’d ce qu'il ne reste qu’une seule équation.

> N> N> > > > N> > N> > > > > > N> > > > > 30> > > > > > > > > 0> > B> > > > N> > > 30> > > > > > N> 3> > 3> > > > > > N> > > >
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Théoreme des restes chinois

———————————————————————————————————————————————————————————————————————

' Résolvons le systéme

z=3 {(mod1ll)
=6 (mod8)
=—1 {mod 15)

par cete seconds méthode. On commence par résoudre

723 (mod 1)
ez (modé)
+en chenchant  eb u tels que |
| S4li=048
0o
1t-Bu=3.

O peut ésondre e par algoithme 0 Buclide e par Beaout mais i, on onstete e 6 == !
ot une scltion,Donc 3 14 (md ) et mesobtion desdeu premibe éations. Onremplace

ces deux éqions par et derniie el systéme devien

o=H (mod88)
p=-1 (mod15)

On sésot e datdee systime de 1 méme manitr en cherchent  f u el que
144888 = -1+ 1hu.
On peut prendre £ =0 e = | ca qui nous donne s setion fale

g=14 (mod 1320)

**********************************?***

> > > > > > N> N> > > > > > > > > N> > > > > > > B> > N> > N> > > 0> > > > > > > > > > > 0> > B> > > 9> N> > > 3> B> > N>
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Cas Particulie J

3

1) Si le nombre ne sont pas premier entre eux %

.  Quelquefois, les systemes de congruences peuvent étre résolus

i méme si les m ne sont pas premiers entre eux deux a deux. Le

. critére précis est le suivant : une solution x existe si et seulement si
. a; =a; (mod Pged(n;,n;)) pour tous /et j. Toutes les solutions x
sont congrues modulo le PPCM des m .

Exemple : résoudre le systéme .

B R R R

> N> 3> > > > > > > > > > N> > > > > > > > > N> > > > > 0> > > > > > N> 3> > 3> > > >

_______________________________________________________________________

> N> N> > > > N> > N> > > > > > N> > > > > 30> > > > > > > > > 0> > B> > > > N> > > 30> > > > > > N> 3> > 3> > > > > > N> > > >

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

*********************************1$6*$
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