Exercices - Topologie des espaces vectoriels normés : corrigé

NORMES

Exercice 1 - Pour commencer... - L2/Math Spé - *

Posons y = 5 et x = —3. Alors 5z + 3y = 0, d’ou N(—3,5) = 0 sans que (—3,5) ne soit le
vecteur nul. N n’est pas une norme!
Exercice 2 - Les classiques! - L2/Math Spé - x

Il suffit d’appliquer la définition d’une norme, et de vérifier les 3 propriétés essentielles.
La difficulté principale est I'inégalité triangulaire pour la norme N». Rappelons I'inégalité de
Cauchy-Schwarz :

> il < (Z |Oéi|2> (Z |5i|2> :
=1 i=1 i=1

Pour o = (w0,%0) et 8 = (x1,%1) de R?, on a :

No(a+B) = (wo+a1)*+ (yo+y1)°

x% + l‘% + y(2) + y% + 22071 + 2y0y1

(@5 + v5) + (=1 + y1) + 2(zoz1 + youn)
Na(a)? + Na(B)? + 2(x5 + )/ * (aF + y7)'/?
Na(a)? + Na(B)? + 2Na(a) N2 (3)

(Na(e) + N2(B))*.

ININ A

D’autre part, on a |z|? < |z|2 +|y|? ce qui donne |z| < Na(a), et de méme |y| < Na(a). Passant
au max, on obtient N, () < No(a). D’autre part (|z| + |y|)? > 22 +y? et donc Na(a) < Ni().
Enfin, |z|] < No(a) et |y| < Noo(a) et donc Ni(a) < 2Noo(r). Les normes sont équivalentes :
c’est clair que Ny encadre les deux autres. Enfin, on a :

Ny(a) < Ni(a) < 2Ny (a) < 2No(a).

Exercice 3 - Fonctions continues - L2/Math Spé - %

Pour la norme ||.||» : on arrive bien dans Ry. D’autre part, si || f|lcc = 0, alors pour tout x
dans [0,1], on a f(z) = 0, et donc f = 0. Etudions I'inégalité triangulaire : soient f et g deux
éléments de E. Pour tout z de [0, 1], on a :

[f (@) + g(x)] < [f(@)] + lg(@)] < | Flloo + lglloo-

Passant au max, on obtient :
1f + glloo < [[flloe + Il

Concernant 'homogénéité, prenons A € R et f dans E. Pour tout x de [0, 1], on a :

(Af (@) = IMIf ()],

et passant au max, on a bien 1’égalité voulue.
Pour la norme ||.||; : on arrive bien dans R*. Rappelons que I'intégrale d’une fonction continue
positive est nulle si, et seulement si, il s’agit de la fonction nulle. Rappelons d’autre part que si
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Exercices - Topologie des espaces vectoriels normés : corrigé

f est continue, alors |f]| est continue. On a donc démontré ||f|1 =0 = f = 0. D’autre part,
pour tout z de [0, 1], 'inégalité triangulaire de la valeur absolue donne :

[f (@) + g(2)| < |f(2)] + [g(=)].

Intégrer cette inégalité entre 0 et 1 donne l'inégalité triangulaire pour ||.||;. En effet, la linéarité

de l'intégrale donne
1 1
| W@ =N [ @)z

Remarquons que, pour chaque z de [0,1], on a :

[f (@) < 1].flloo-

On intégre cette inégalité entre 0 et 1, et on trouve :

1
713 < [ 1l = 1/l

Pour f,(z) = 2", on a
1 1
fallse = L full = [ amde = —.

Si les normes étaient équivalentes, il existerait une constante C' > 0 telle que || f|loc < C| f]l1-
Pour f = f,,, on obtient :

anHooSCan”l =< — panEr

et un passage a la limite en n donne 1 < 0.

Exercice 4 - Espace de matrices - L2/Math Spé - x

La démonstration du fait qu’il s’agit une norme est une simple modification du cas classique
de la norme infinie dans RP. Montrons qu’il s’agit d’une norme d’algebre, en prenant A, B €
M, (R), et en posant C = AB. Ecrivons C' = (¢; ;). On a ¢;; = > j_; aibi ;. On a donc :

n

nlei| < Zazkﬂbm

n N A B
ny A )
k=1
N(A)N(B)

IN

IN

Exercice 5 - Des polynémes - L2/Math Spé -

La démonstration qu’il s’agit de normes suit en tout point celle classique concernant les
mémes normes sur R™. Supposons que Ni(P) < CNy(P). Prenons P, =14+ X +--- + X",
Alors N1(P,) =n+1 < C, ce qui est impossible pour n grand. Si No(P) < CN4(P), pour le
méme polynéme P,, on a No(P,) =+/n+ 1 < C, ce qui est toujours impossible. Enfin, la méme
suite de polyndmes, et le méme raisonnement, prouve qu’'une inégalité Ny(P,) < CNa(P,) est
tout aussi impossible.

http://www.bibmath.net 2



Exercices - Topologie des espaces vectoriels normés : corrigé

Exercice 6 - Sup de deux normes - L2/Math Spé - x

On vérifie les trois propriétés définissant une norme (on remarque que N est bien & valeurs
dans Ry ). D’une part, si N(xz) = 0, alors Ni(z) = 0 et donc 2z = 0 puisque Ny est une norme.
Ensuite, si x € E et A € R, alors

N(Az) = sup (Ni(Az), Na(Az))

sup (|A|N1(z), [A[N2())
Al sup (N1(z), N2())

= [AIN(z).

Enfin, prouvons 'inégalité triangulaire pour N. En effet, si et y sont dans FE, alors d’une part
Ni(z +y) < Ni(z) + Ni(y) < N(z) + N(y)

et d’autre part
Na(z +y) < Na(z) + Na(y) < N(z) + N(y).

En passant au sup, on obtient bien

N(z+y) < N(x) + N(y).

Exercice 7 - Norme 2 "perturbée" - L2/Math Spé - »x

1. Le seul point non immédiat est de vérifier que N vérifie 'inégalité triangulaire. Pour cela,
on s’inspire du méme résultat concernant la norme euclidienne usuelle. Prenons en effet
(r1,71) et (z2,y2) dans R2. Alors :

N*(zy+y, 22+ y2) = a’(z1 4 32)° + 0% (1 + 12)°
= a®2? + a2 + VPyd + b3 + 2dx 20 + 207190
0 b4 By 4 B8+ 2(am) () + (byn) (b))
< a’rd 4 el 4+ 02y +0E + 2\/an% + b2y%\/a2:v% + b2y32

ou la derniére ligne est une conséquence immédiate de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. On
a donc obtenu

2
N?(z1 +y1, 22+ 1) < <\/a2x% + b2y? + \/a%% + bz?/%)

ce qui est bien 'inégalité triangulaire voulue.

2. (z,y) est dans cette boule si et seulement si a?x? + b*y? < 1. On reconnait une ellipse
dont les extrémités des axes sont les points (i%, O) et (O, i%).

3. Supposons par exemple a < b. Alors, pour tout (z,y) de R? on a

N(z,y) < /%22 + b2y? < b||(z, )]

De plus, pour tous les éléments de la forme (0, y), on a égalité. Le nombre p recherché est
donc max(a, b). Un raisonnement similaire montre que le nombre g recherché est min(a, b).
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Exercices - Topologie des espaces vectoriels normés : corrigé

Exercice 8 - Normes sur les polynoémes - L2/Math Spé - **

1. La seule difficulté est de vérifier que No(P) =0 = P = 0. Mais si Ng(P) =0, 0on a a la
fois |P(a)| =0 et fol |P'(t)|dt = 0. Or, |P'| est une fonction continue, positive, d’intégrale
nulle sur [0,1]. Donc P’ = 0 sur [0,1]. Comme P’ est un polynome, ceci entraine que
P’ =0 ou encore que P est un polyndme constant. Puisque P(a) = 0, on en déduit que
P est identiquement nul.

2. Supposons que N, et N, sont équivalentes. Alors, il existe deux constantes C; > 0 et
Cy > 0 tels que, pour tout P € R[X], on a :

C1N,(P) < Ny(P) < C3N,(P).

Pour n > 0, soit P(X) = X". On a

1
No(P)=d" + n/ t"ldt = a™ 4+ 1 et Ny(P) = b" + 1.
0

On en déduit alors que, pour tout n > 0,

1 o1
mrso ) o 1k <a(8) 4

Or, le membre de droite tend vers 1 et le membre de gauche vers 0. On obtient en passant
a la limite 1 < 0, ce qui est absurde. L’hypothése de départ est donc fausse, et N, et Ny
ne sont pas équivalentes.

3. Supposons par exemple a < b. Alors

P(b) — P(a) = /ab P(t)dt < /01 P (1)|dt.
Ainsi,
1
[P(b)] < |P(a)] +/0 |P'(t)|dt < No(P).

Il vient

Ny(P) < No(P) + /01 \P/()|dt < 2N, (P).

On a de la méme fagon
1
P@)| < PO+ [ [P0)]dt < Ny(P)

et donc
Na(P) < 2Ny(P).

Les deux normes sont bien équivalentes.

Exercice 9 - Dréle de norme! - L2/Math Spé - »x
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Exercices - Topologie des espaces vectoriels normés : corrigé

1. D’abord, si N(z,y) = 0, alors pour tout ¢, on a x + ty = 0. Choisir ¢ = 0 montre que
l'on a = 0. Ensuite, si on prend ¢ = 1, on obtient également y = 0, et donc (x,y) = 0.
L’homogénéité est claire. Enfin, pour tous (z,y) et tous (2/,¢’), on a

(@ + ') + t(y + )] < o+ tyl + |2" + /],
en utilisant simplement I'inégalité triangulaire pour la valeur absolue. On en déduit :

((+a)) +ty+ o) _ Joe+tyl 2"+t
V1+1t2 TVI+2 142

Passant au sup, on obtient :

< N(z,y) + N(a',y).

N((z,y) + (2',y)) < N(z,y) + N(«', ).

2. D’apres l'inégalité de Cauchy Schwarz, on a :

|z +ty] < (/22 +y2V1 412,

ce qui donne
|z + ty| <

No(z,y).
e 2(z,9)

Pour minorer N(z,y) a l'aide de Na(z,y), on va donner une valeur particuliére au para-
metre ¢t. Pour cela, on va (enfin!) étudier la fonction qui a ¢ associe |z + ty|/v/1 + 2, ou
plus précisément le carré de cette fonction. On pose donc :

(z + ty)?

Vi+tZ

Le calcul de la dérivée donne, apres simplifications :

ft) =

2(x + ty)(y — tx)

0 =="—17m

f est donc maximale pour ¢t = y/x. Et si on évalue en y/x la quantité |z + ty|/v1 + t2,
on trouve précisément... Na(z,y). On vient donc de démontrer que N(z,y) = Na(z,y),
ce qui nous aurait bien simplifié la vie pour les questions précédentes... il suffit de donner
par exemple la valeur 1 et la valeur -1 au parametre .

3. Voila une explication, parmi d’autres, au fait que N = Ny. La distance (dans le plan muni
d’un repere euclidien) du point M de coordonnées (z,y) a la droite d’équation X +tY =0
vaut précisément |z+ty|/v/1 + t2. Cette distance est toujours inférieure a la distance de M
a lorigine, qui vaut No(z,y). Voila pourquoi on a N (z,y) < Na(z,y). Cette distance vaut
exactement la distance a l'origine lorsque la droite que I'on considére est perpendiculaire
a (OM). C’est ainsi que 'on a N(z,y) > Na(x,y).

Exercice 10 - Une norme ? - L1/Math Sup/Oral Centrale - %k
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1. La seule propriété qui pose probleme est de prouver que si Ny(f) =0, alors f = 0.

Si N4 n’est pas une norme, alors il existe f € C([0,1]), f # 0, avec Ny(f) = 0. Autrement,
f(z)g(z) = 0 pour tout = € [0, 1]. Puisque f est continue et non-nulle, il existe un intervalle
I, non réduit a un point, sur lequel f ne s’annule pas. Mais alors, on en déduit que g doit
étre nulle sur 1.

Réciproquement, si g s’annule sur un intervalle I non-réduit a un point, alors on peut
construire f continue qui s’annule hors de I et tel qu'il existe a € I avec f(a) # 0 (faire
un dessin et construire f comme un "pic"). On a donc f # 0 et Ny(f) = 0, donc N, n’est
pas une norme.

Par contraposée, on en déduit que N, est une norme si et seulement si g ne s’annule pas
sur un intervalle non réduit a un point.

2. Remarquons déja que g, continue sur le segment [0, 1], est bornée par une constante
M > 0. On a donc Ny(f) < M||f|l~ pour tout f € E. Supposons de plus que g ne
s’annule pas. Alors, puisque |g| est continue et atteint ses bornes sur [0, 1], il existe § > 0
tel que |g(x)| > § pour tout z € [0,1]. On a alors clairement Ny(f) > 6| f|l« et les deux
normes sont équivalentes.

Réciproquement, si g s’annule, prouvons que les deux normes ne sont pas équivalentes.
Soit M > 0. On va construire f € E, f # 0, tel que || f|lcoc > M N4(f). Pour cela, on sait,
par continuité de g, qu’il existe un intervalle I, non-réduit a un point, et contenu dans
[0, 1], tel que |g(z)| < ﬁ pour tout = € [0,1]. Comme & la question précédente, on peut
construire f nulle en dehors de I, avec || f]lco < 1 et f(a) = 1 pour au moins un a de 1.

On a alors .

| flloo = 1 tandis que Ny(f) =sup|g(x)f(z)] < U
el

Ceci prouve bien l'inégalité annoncée, et les deux normes ne sont pas équivalentes. En
conclusion, on a démontré que les deux normes sont équivalentes si et seulement si g ne
s’annule pas.

Exercice 11 - Oh les boules! - L2/Math Spé -
Pour comprendre ce type d’exercice, il faut impérativement commencer par réaliser un
dessin.

1. La contrainte la plus forte exprimée par l'inclusion B(a,r) C B(a,s) est obtenue pour
le point de B(a,r) le plus éloigné de b possible. On considére ce point qui est donné par
x=a+r(a—"0b)/|la—"0|. x est dans B(a,r), donc dans B(b,s). Or

-
x—b:<1+) a—"b) = |lz-=bl|l=1b—all +r.
iar) @D = e =t =b—a|

Puisque ||z — b|| < s, on en déduit le résultat recherché.

2. Cette fois, on considere y "le" point de B(a,r) le plus proche de b. On a donc y =
a+r(b—a)/||b—a|. Puisque y ¢ B(b,s), on a ||y — b|| > s. Mais on a aussi

.
y_b:(l_wkﬂm)m-w>:$rm—ww:m—au—r

Ceci donne le résultat voulu.
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OUVERTS, FERMES, ADHERENCE, INTERIEUR...

Exercice 12 - - L2/Math Spé - x
A, F et H sont ouverts. B, G sont fermés, les autres ne sont ni ouverts ni fermés.

Exercice 13 - - L2/Math Spé - x
On va écrire 'ensemble A autrement :

A={(z,y) € R |2 +” <N {(ey) R | (1) +y° > 1},

Remarquons que A est fermé, et donc A = A. D’autre part, 'intérieur de I'intersection vaut
I'intersection des intérieurs. On a donc :

A={(z,y) €eR? |22+ 2 <2} n{(z,9) €R? | (x — 1)2 +42 > 1}.
La frontiere est alors :

Fr(A) = {(z,y) eR* |2 +y* =2} N {(z,y) e R*| (z — 1)* +¢y* = 1}.

Exercice 14 - Fermeture et adhérence d’un convexe - L2/Math Spé - »x
Soit x,y € C, et t € [0,1]. x (resp. y) est limite d’une suite (x,) (resp. (y,)) d’éléments de
C. Puisque C est convexe, la suite

Zn =txy, + (1 —t)zy,

est dans C. On passe a la limite : la suite (2,,) converge vers tz + (1 — t)y, et cette limite est
dans C. D’ou tz + (1 — t)y € C, ensemble qui est donc convexe.

Prouvons maintenant le résultat concernant I’adhérence. Soit x,y ECO‘, x #y, et soit z €|z, yl.
Alors il existe une (unique) homothétie de centre x qui envoie y sur z (une homothétie de centre
x est une application de la forme w — = + A(w — z). Cette homothétie transforme la boule de
centre y et de rayon 0 en la boule de centre z et de rayon AJ. Soit 6 > 0 tel que B(y,d) C C et
soit w € B(z, Ad). Alors w = h(u), avec v un point de B(y, d), et h ’homothétie précédemment
considérée. En particulier,w est sur le segment [z, u] et est donc un élément de C. Autrement

[¢] o
dit, on vient de prouver que B(z,Ad) C C, ce qui prouve z €C. (' est convexe.

Exercice 15 - Adhérence et intérieur d’un sous-espace vectoriel - L2/Math Spé - *

1. Soit 2, € Vet A\, u € R. = (resp. y) est limite d’une suite (x,,) (resp. (y,)) d’éléments de
V. Puisque V est un sous-espace vectoriel, la suite

Zn = ATp + [WYn

évolue dans V. On passe & la limite : z, converge vers z = Az + py, qui est élément de V
puisque z, € V.

2. Soit a € V et € > 0 tel que B(a,e) C V. Soit z € B(0,¢). Puisque x + a € B(a,e) C V
et que V est un espace vectoriel, on a z € V. D’ou B(0,¢) C V. Si maintenant = # 0 est
dans F, alors z = ﬁ est dans B(0,¢), donc dans V', et puisque V est un sous-espace
vectoriel, c’est aussi le cas de .
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Exercice 16 - Adhérence de boules - L2/Math Spé - *
Soit B = B(x, R) une telle boule ouverte, et y € B. Pour tout £ > 0, il existe z dans B avec
Iz — y|]| <e. On en déduit que :
|z =z < R+e,

et donc puisque ceci est vérifié pour tout € > 0, ||z — z|| < R, ce qui montre une inclusion.
D’autre part, si y est dans la boule fermée de centre x et de rayon R, il suffit de se restreindre
a y sur la sphere, et si € est un réel positif, on considere :

y—x

z=z+(R—¢) 7

Alors,ona ||z —z|| < R—¢ = z € Bet ||z — y| <¢llz||. Ceci montre que y € B.

Exercice 17 - - L2/Math Spé - »x
On va considérer une partie de R. Un singleton est d’intérieur vide, et un intervalle ouvert
a pour adhérence l'intervalle fermé : on considere donc d’abord :

B = {0}U]1,2[.

Si 'on veut ensuite que l'intérieur de ’adhérence de A soit différent de A, il est judicieux que
2 soit dans l'intérieur de 'adhérence de A, et pour cela on colle un intervalle ouvert de 'autre
coté de A. On pose alors :

A ={0}U]1,2[U]2, 3.
On a :

o

A:]172[U]273[7
A={0}U[1,3],

Int(A) =]1,3],
Adh(A) = [1,3],
ce qui prouve bien que tous ces ensembles sont différents.

Exercice 18 - Somme d’un ensemble et d’un ouvert - L2/Math Spé - »x
Remarquons que :
A+B=JA+b.
beB

La réunion d’une famille (quelconque) d’ouverts étant un ouvert, il suffit de prouver que A +
{b} = est ouvert pour chaque b de B. Soit z € A+ {b}, z = x + b avec x € A. Puisque A est
ouvert, il existe € > 0 tel que B(z,e) C A. Mais alors, B(z,¢) = B(z + b,e) C A+ b. En effet,
si y est élément de cette boule, N((y — b) — z) < ¢, et donc y — b = a avec a € B(x,e) C A.
Douty=a+bec A+ {b}.

Exercice 19 - La frontiére! - L2/Math Spé - **

— o
1. Soit & € Fr(A), et € > 0. Puisque = € A, B(z,e) N A # @. D’autre part, puisque x ¢ A,
B(xz,e) n’est pas incluse dans A, ce qui se reformule en B(x,e) N Cy4 # &. L’inclusion
réciproque se démontre en remontant simplement les étapes.
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2.

Si ’on remarque que le complémentaire du complémentaire de A est A lui-méme, ’écriture
précédente de Fr(A) prouve que Fr(A) = Fr(Cju).

. Si A est fermé, alors A C A, et donc Fr(A) C A. Réciproquement, si Fr(A) C A, soit

reA |
— Six ¢A, alors x € Fr(A) C A.

— Si x €A, alors évidemment x € A.
Dans tous les cas, on a prouvé que x € A et donc A C A : A est fermé.

. Si A est ouvert, alors A= A, et donc Fr(A) N A = @. Réciproquement, si Fr(4) N A = @,

alors pour chaque = € A, x ¢ Fr(A), et donc x € ;1 (puisqu’évidemment = € A).

Exercice 20 - Diameétre d’une partie bornée - L2/Math Spé - +k*

1.

3.

Soit M tel que A C B(0, M). Soit 2 € A et (x,,) une suite de A qui converge vers z. Alors,
par passage a la limite :
znl < M = [lzf| < M.

Donc A est borné, et comme Fr(A4) C A, Fr(A) est bornée aussi.

. On a les inclusions :

AC AcC A,
qui donnent clairement :
diam(A) < diam(A) < diam(A).
La premiére inégalité peut étre stricte : en effet, si on prend E = R, et A = [0,1] U {2},
alors ;1:]1,2[, et on a :

o

diam(A) = 1, diam(A) = 2.

En revanche, on a toujours diam(A) = diam(A). En effet, pour ¢ > 0, par définition de la
borne supérieure, il existe x et y dans A tels que :

|z —y|| > diam(A) —e.
Mais, par définition de I’adhérence, il existe des éléments z’ et iy de A tels que :
lz—a'| <eet|ly—y| <e.

On en déduit :

2" =y = llz — yll - ll2" — ]| = [ly’ — yll = diam(A) — 3e.
On a donc prouvé que, pour tout € > 0, on a :

diam(A) > diam(A) > diam(A) — 3e.

Ceci prouve bien que diam(A) = diam(A).
(a) T est clair que Fr(A) ¢ A = diam(Fr(A)) < diam A = diam A, d’aprés le résultat
de la question précédente.
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(b) Soit M tel que A C B(0,M). On a alors, pour ¢t € X :

[+ tul] < M = ltu] — =] < M = tlju] <M+ [|z],

M+ |z
[l

et dont 'ensemble X est borné par . En particulier, sa borne supérieure existe.

(¢) Une telle demi-droite est un ensemble de la forme {z + tu; ¢ > 0}. Soit ¢ la borne
supérieure de I’ensemble X donné par la question précédente : on va prouver que
x +tu € Fr(A). En effet, sie >0 :
— Il existe t; dans X tel que t — ¢ < t; < t, et donc la boule de centre x + tu de
rayon € rencontre A en x + tju.
— x4+ (t+¢/2)u n’est pas dans A : ¢’est donc un point d’intersection du complémen-
taire de A et de la boule de centre x + tu et de rayon .

(d) Soit € > 0 et x,y dans A tels que
|z —y|| > diam(A) — e.

On pose u = y — z, et X l'’ensemble donné par la question (c). On note ¢y la borne
sup de X. Il est clair que tp > 1 (puisque 1 € X), et d’apres la question précédente,
z =z + tou € Fr(A). Il faut ensuite trouver un deuxiéme point a la frontiére, qu’on
trouve en tracant la deuxieme demi-droite : pour v = x — y, on consideére ’ensemble
des points = + tv. Comme auparavant, on trouve un point a la frontiére 2’. Il reste a
conclure que :

2 —z=x+ (t1v) — (x+to)u = (t1 —to)(z — ),

ce qui donne :
12" = 2|l = [lz — y|| > diam(A) +e.

Exercice 21 - Dense ou fermé - L3/Math Spé/Oral Mines -

1. On commence par remarquer que F' est un hyperplan de E, car c’est le noyau de la forme
linéaire f — f(0). Ainsi, si a ¢ F, on sait que E = F & Ra. Supposons maintenant que F’
n’est pas fermé. Alors, on peut trouver une suite (z,) de F et un élément a ¢ F telle que
ZTn — a. Prenons maintenant y € E. y s’écrit © + Aa, avec © € F et A € R. Alors, la suite
Uy = T + Az, est une suite de F et elle converge vers y. Ainsi, F' est dense dans E.

2. Posons || f|lcc = sup{|f(¢)|; t € [0,1]. Alors la forme linéaire I(f) = f(0) est continue pour
cette norme puisque |I(f)| < || flloo- On en déduit que F est fermé puisque F = [~1({0})
est I'image réciproque d’un fermé par une application continue.

Dans le second cas, on pose ||f||1 = fol |f(t)|dt. Il est tres classique de vérifier que c’est
une norme sur E. De plus, F' est dense E pour cette norme. En effet, prenons g € F, et
soit € > 0. On peut trouver § > 0 tel que

[ to0ae+ 51900 < <

(en effet, le membre de gauche tend vers 0 lorsque § tend vers 0). On définit alors f par
f(t) =g(t) pour t € [6,1] et f(t) =tg(0)/d sit € [0,d]. Alors f € F et

0 1 1
17 =gl = [ 196 = g(oiae < [ 17@lae+ [ lgolar <.

Ceci prouve que F' est dense dans F.
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ESPACES VECTORIELS NORMES DE DIMENSION FINIE

Exercice 22 - Sous-espaces vectoriels - L2/Math Spé - xx
Soit F' un tel sous-espace, et (e1,...,ep,) une base de F. On compleéte (eq,...,ep) en une
base (e1,...,e4) de E. On considére enfin la norme N sur E :

q
N (inel) = max |z;|.
i=1 ¢

Rappelons que, puisque E est de dimension finie, toutes les normes sur E sont équivalentes, il
suffit de prouver que F' est fermé relativement a cette norme. Soit (z(n)) une suite de F, qui
converge vers x € F pour cette norme. Chaque z(n) s’écrit :

z(n) = z1(n)er + ... xp(n)ep + zpra1(n)epia + - + z¢(n)eg,
avec x;(n) = 0sii > p+ 1. On décompose également x sous cette forme :
T =1Tie1 + -+ Tyeq.
Remarquons maintenant que :
|zi(n) —x;| < N(z(n) — z).

Ceci prouve que chaque suite (x;(n)) converge vers z; (dans un evn de dimension finie, la
convergence équivaut a la convergence coordonnée par coordonnée). En particulier, pour i >
p+ 1, x; = 0 ce qui prouve que z € F.

Exercice 23 - Intégrale jamais nulle - L2/Math Spé/Oral Centrale - xx

On pose E = R,[X]. L’idée est que toutes les normes sont équivalentes sur F, et on
va utiliser deux normes différentes, chacune étant bien adaptée a une partie du probleme. La
premiere est

1
1Pl = [ PG
dont on sait que c’est une norme. D’autre part, pour P(X) = a, X" + - -- + a1 X + ag, on pose

N(P) :S%p|ak|.

Il s’agit aussi d’'une norme sur E. En utilisant NV, on vérifie aisément que FE,, est une partie
fermée de E. En effet, 'application linéaire ¢(P) = an, out P(X) = a, X" + -+ -+ a1 X + ayp, est
continue puisqu’elle vérifie

[¢(P)] < N(P).

On conclut alors de la facon suivante : si infpcp, fol |P(t)|dt = infpep, [|[P|l1 = 0, on peut
trouver une suite (Pg) de E, telle que ||Pgl[1 — 0. Autrement dit, (Py) converge vers 0. Mais
puisque FE,, est fermé, on aurait 0 € F,, ce qui n’est pas le cas.

APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES
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Exercice 24 - - L2/Math Spé - x

1. D’apres la formule fondamentale du calcul intégrale :

f@) = £0) = [ S/
Puisque f(0) =0, on en déduit, pour x dans [0,1] :

|f(@)| <= sup [f'()] < Na(f).
te(0,1]

On passe au sup en x :
N1(f) < Na(f).

Ceci se réécrit en :

Ni(ld(f)) < Na(f)-

Ceci prouve bien, par le théoreme classique, que Id est continu (car elle est continue en
0).

2. Il est facile de vérifier que :
Ni(fn) =1/n, No(fn) =1.
C’est 'application était continue, on aurait ’existence d’une constante C telle que :
No(Id(f,)) = No(f) € CNi(f) = 1<

C’est bien siir impossible si n est assez grand. Cet exercice montre en particulier que les
normes N7 et Ny ne sont pas équivalentes.

Exercice 25 - Sont-elles continues ? - L2/Math Spé - *x

1. Puisque g est continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée (et atteint ses bornes). Posons
M = max;¢(o 1 |g(t)|. Alors on a

1771 = [ 15Ol < M [ 1oy < w1

Ceci prouve que T est continue.

2. Supposons que T est continue. Alors il existe C' > 0 tel que, pour tout P € FE, on a
|TP| < C|PJ. Soit n > 0. Pour P = X", on trouve

TP =nX""' dotn=|TP|<C|P|=C.

Ceci est impossible car N n’est pas majoré. Donc T' n’est pas continue.
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3. On peut utiliser deux arguments différents. On peut d’une part remarquer que E est
un espace vectoriel de dimension finie, que toute application linéaire entre espaces de
dimension finie est continue. On peut aussi utiliser un calcul direct. En effet, soit P(X) =
> k=0 ar X" € E. Alors on a

[l

n
Z k‘aka_l
k=1
n
= > kla
k=1

n
< n)_la| <nllP|.
k=1

Puisque n ne dépend pas de P (ceci ne dépend que de E), on obtient que T" est continue.
4. On va prouver que T est continue par un calcul direct. Prenons en effet P = ZZ:C’% apX* €
E (la somme est en fait finie). Alors on a :

—+o00

>+ Dasr X
k=0
+oo +00

= Z(kj + 1)k!|ak+1| = Z(k + 1)!|ak+1|

k=0 k=0

—+00
< > Klagl
k=1

< [P

[

Ceci prouve la continuité de P.
5. On prouve que T est continue en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1/2

o= [ rotaoe < ([1ror) ([oopa)” =i

C- (/01 |g(t)|2dt>l/2.

C est bien un réel fini, car g est continue sur [0, 1], donc bornée, et on a C' < ||g||so-

avec

Exercice 26 - Applications linéaires sur les polynémes - L2/Math Spé - %

1. Supposons ¢ continue. Alors il existe C' > 1 tel que
[¢(P)| < C|P|

pour tout polynéme P. Prenons le polynéme P(X) = X™. Alors || P|| = 1. Mais P(X+1) =
(X 4+1)" = X" +nX""! +.... Ainsi, on obtient

n<||P(X+1)| <C,

ce qui impossible si on choisit n assez grand. Ainsi, ¢ n’est pas continue.
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2. Ecrivons A(X) = L_obiX7 et P(X) =31 a; X" Alors AP(X) = S e XF avec

Cr = Z aibj.

iti=k
Notons M = max;—,. p|bj|. On a donc

k

|ck| <M Z |ai|7

i=max(0,k—p)

ce qui entraine
n+p k

[AP[lr <MY > Jail.

k=0 i=max(0,k—p)
Fixons ig dans {0, ...,n}. S’il apparait dans la somme Z?:max(k—p,O) la;|, c’est que k—p <

i9 < k. En particulier, il apparait au plus k — (k —p) +1 = (p+ 1) fois. On en déduit que
APl < M(p+ 1)|| P,
ce qui prouve que v est continue.

Exercice 27 - - L2/Math Spé - x

1. ¢ est clairement une application linéaire, et il faut juste rappeler que ¢(f), comme primi-
tive d’'une fonction continue, est elle-méme continue (donc C*).

2. On a
sH) < [ 1s@aes [0l <.

On en déduit que

1
6Nl < [ 1Fhdt < 1)

Ainsi, ¢ est continue.

3. On a ¢(fn)(z) = [§ ne ™dt =1 — e ™. En particulier, || fn|li = ¢(fn)(1) =1 — e ™ De
plus,
1—e™

n

1
lo(f)ll1 = /0 (1—e™)de=1—
4. D’apres la question 2, pour tout f € E,

loCHII < 11f]l,

et donc [|¢|| < 1. De plus, on a

lo(fa)lly < NSl fully = 1—e™ < (1 Sl ) 1l

n

Passant a la limite dans cette inégalité, on conclut que |[|¢|| > 1, ce qui prouve finalement
que [[¢]| = 1.
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Exercice 28 - Formes linéaires sur les polynémes - L2/Math Spé - x
Supposons d’abord que |c| < 1. Alors, pour P = 3_7_, ap X*,

Z akc

Puisque |¢| < 1, on en déduit que

|C| n+1

k
<Z|ak||6| <||P||oo =[]

|¢e(P)] =

|9e(P)| < [P

1
1|

donc ¢, est continue et ||| < = ‘c| On va prouver que cette derniére inégalité est en fait une
égalité. D’abord, si ¢ > 0, on considére le polynéme P,(X) =1+ X +---+ X™. Alors

1— Cn—i—l

¢C(Pn):1+c+"'+cn:ﬁ

Mais || P,|| = 1, et donc on obtient

1—cntl

= 16e(Pl < 16l Pall = el

Faisant tendre n vers 400, on conclut que ||¢.| > 1_ , ce qui donne 'autre inégalité. Si mainte-
nant ¢ < 0, on effectue le méme travail avec le polynéme Q(X) =1— X + X2 4.+ (=1)" X"
Pour ¢ > 1,ona ¢.(P,) =1+c+---4+ " >n+1 alors que || P,|| = 1. L’application ¢. ne peut
pas étre continue. On a le méme résultat si ¢ < —1, en considérant cette fois Q.

Exercice 29 - Jamais continue - L2/Math Spé - **
Pour a € R, la fonction f,(x) = e* est dans E, et elle vérifie Df, = af,. Or, si D était
continue pour la norme NV, il existerait une constante C' > 0 telle que

N(D(fa)) < CN(fa)

pour tout a € R. On obtiendrait alors que, pour tout a € R,
a|N(fa) < CN(f.) = la] < C.

C’est bien siir impossible, et D n’est pas continue sur (E, N).

Exercice 30 - Opérateurs positifs - L2/Math Spé - xx

1. Remarquons que |f| > f, et donc |f| — f > 0. On en déduit que u(|f|) > u(f). De méme,
ona |f| > —f,soit |[f| + f >0 et donc u(|f]) > u(—f) = —u(f). Finalement, on obtient
bien que [u(f)| < u(|f]).

2. On sait que |f(x)] < ||flloo, ce qui s’écrit encore || f||ooe — |f| > 0. Ainsi, on a

(N < ullf]) < ull[fllooe) < ule)]|flloo-

Ceci prouve que u est continue, avec |lu|| < u(e). De plus, pour f = e, on a exactement
u(f) = u(e)|le||o, ce qui prouve qu’en réalité ||u|| = u(e).
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