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Exercice 1

Soit (xg, o) un point de R2.

(a) La matrice jacobienne Js(xo,y0) de f en (xo,y0) est
(655 — 526Y5, 226y0 — 30Y5).
(b) La matrice hessienne Hf(xo,y0) de f en (xo,y0) est

30zgyg — 202gyy  1228y0 — 1525y3
1205y — 15z8y32 228 — 6230 '

(c) On a J¢(3,—2) = (9072, —5832). Donc,

F'(a)(h) = (9072, —5832) <Z;) = 9072h; — 5832hs

pour tout h = (hy, ha) € R
On a
14040 —10692>

Hi(3,-2) = (—10692 4374

Donc,

) B 14040 —10692 ( hy
— 14040h k1 — 10692(h1ks + hoky) + 4374hoks

pour tout h = (hy, hy) € R? et tout k = (kyi, ko) € R2.

Exercice 2

(a) Posons = R3\{(0,0,0)}. La fonction f est de classe C! sur Q (comme quo-
tient de deux fonctions polynomiales). En particulier, f admet des dérivées
partielles par rapport a I’ et GG en tout point de 2.

Il nous reste a montrer que f admet des dérivées partielles par rapport
a F et Gen (0,0,0). Pour tout nombre réel ¢, on a

f(t,0,0) — £(0,0,0) = 0.
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Donce, f admet une dérivée partielle par rapport & F en (0,0,0), et
fr(0,0,0): F - R

est I'application nulle.
Ensuite, pour tous nombres réels t; et t5, on a

f(t1,t2,0) — £(0,0,0) = 0.
Donc, f admet une dérivée partielle par rapport a G en (0,0,0), et
f6(0,0,0): G — R

est I’application nulle.

Montrons que la dérivée partielle f : R® — L(F,R) de f par rapport
a F n’est pas continue en (0,0,0). L’application % : R3 — R coincide
avec I’application composée L o ff., ou L : L(F,R) — R est 'application
associant a toute forme linéaire [ € L(F,R) la valeur [(1,0,0) delen (1,0,0).
L’application L est continue. Donc, pour montrer que f7 n’est pas continue
en (0,0,0), il est suffisant de montrer que % n’est pas continue en (0,0, 0).

Considérons un point (o, 4o, 20) de R® et supposons que ce point soit
différent du point (0,0,0). On a

0 1
a—i(xo,yo,zo) = (

2 2 2
z +2zH5 —xp).
R e ot + 20— 0]

Donc, pour tout nombre réel non nul ¢, on a

of tt
- =— =1/9.
De plus,
of
%(0,0,0) = 0.

Donc, I'application % : R3 — R n’est pas continue en (0,0,0). Par consé-
quent, la dérivée partielle fr. de f par rapport a F' n’est pas continue en
(0,0,0).

Supposons que l'application f soit différentiable en (0,0,0). On a

of B

%(0, 0,0) =0.
De facon similaire,

af B

a—y(O, 0,0) =0,

%(0, 0,0) = 0.

0z
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Donc, application linéaire f/(0,0,0) : R3 — R est lapplication nulle.
D’autre part, pour tout point (¢1,t2,t3) de R3 tel que (t1,t2,t3) # (0,0,0),

on a
titots

t1,t2,t3) — £(0,0,0) = 5————=.

Donc, pour tout nombre réel strictement positif ¢, on a

Ft ) - F0,0,0)= L =1
Yy Yy _3t2_3
Mais
1 t
(&t t)][2 3

ne tend pas vers 0 quand ¢ tend vers 0, car

1 t 1

Ittt 3 3v3

Cette contradiction montre que l'application f n’est pas différentiable en
(0,0,0).

Exercice 3

L’espace M,,(R) peut étre identifié avec R™ : & une matrice quelconque A
dans M,,(R), on associe le point de R™ dont les coordonnées coincident
avec les coefficients de A considérés dans un ordre choisi (on choisit le méme
ordre pour toutes les matrices dans M, (R)). Les n? composantes de g, vue
comme application de R™ dans R”2, sont des applications polynomiales.
Donc, g est une application de classe C*.

Soit A une matrice dans M,,(R). Pour toute matrice H dans M, (R),
on a

g(A+H) — g(A) = (A+ H)? — &°
= AAH + AHA+ HAA+ AHH+HAH +HHA+ HHH.

Considérons 'application L4 : M, (R) — M, (R) telle que
La(H)= A*H + AHA + HA?
pour toute matrice H dans M, (R). L’application L4 est linéaire et
g(A+H)—g(A)=Ls(H)+ AH?> + HAH + H>A + H®.

pour toute matrice H dans M,,(R).
Considérons I'application €4 : M, (R) — M,,(R) telle que

AH? + HAH + H?*A + H?
calH) = 1]




si H est non nulle, et € 4(H) soit la matrice nulle si H est la matrice nulle.
Pour toute matrice non nulle H dans M, (R), on a

AH? + HAH + H?A + H3
ety = AT A

< 3| Al H + | =],

et 3||A||||H|| + || H|]? tend vers 0 quand H tend vers la matrice nulle.
Par conséquent, pour toute matrice H dans M,,(R), on a

9(A+H) —g(A) = La(H) + [[Hl|lea(H),

et |lea(H)| tend vers 0 quand H tend vers la matrice nulle. Donc, 'appli-
cation Ly : H — A?H + AHA + HA? est la dérivée de g en A. On obtient
que la dérivée de g est I'application

9" My (R) — LM, (R), M, (R))
g A Ly,

et ¢'(A)(H) = A’H + AHA + HA? pour toutes matrices A et H dans
M, (R).

L’application g est de classe C'. De plus, I'application linéaire ¢'(I) :
M, (R) — M, (R) est un isomorphisme. En effet, pour toute matrice H
dans M,,(R), on a ¢’(I)(H) = L;(H) = 3H. Donc, d’aprés le théoreme
d’inversion locale, ’application g est un C!-difféomorphisme local en I, c’est-
a-dire, il existe un voisinage ouvert U de I dans M, (R) et un voisinage
ouvert V de g(I) = I dans M,,(R) tels que g(U) = V et la restriction g|y
de g sur U soit un C!-difféomorphisme de U et V.

Puisque V' est un ouvert, il existe un nombre réel strictement positif ¢
tel que la boule ouverte B(I,¢) de centre I et de rayon € soit entierement
contenue dans V. Puisque g|y est une bijection entre U et V', on obtient
que, pour tout matrice H dans B(I,¢) (c’est-a-dire, pour toute matrice H €
M, (R) vérifiant |H — I|| < €), il existe une matrice M dans U telle que
g(M) = H, c’est-a-dire, une matrice M dans U telle que M3 = H.

Exercice 4

Pour tout & € R™, l'application linéaire f’(z) est injective. En effet, si
f'(z)(h) est le vecteur nul pour un certain vecteur h € R™, alors l'inégalité

(f'(@)(h), h) > k (h, h)

implique que h est le vecteur nul. Donc, I'application f/(z) : R™ — R™ est
un isomorphisme pour tout x € R™, car toute application linéaire injective
de R™ dans R™ est un isomorphisme.

Soit U un sous-ensemble ouvert de R™, et soit 39 un point appartenant a
f(U). Considérons un point xg de U tel que f(zg) = yo. L’application f est
de classe C! et, d’apres (a), Papplication linéaire f/(xo) : R® — R™ est un
isomorphisme. Donc, d’aprés le théoreme d’inversion locale, ’application
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f est un C!-difféomorphisme local en xg, c’est-a-dire, il existe un voisinage
ouvert Uy de xg dans R™ et un voisinage ouvert V) de yo dans R"™ tels que
f(Uy) = Vy et la restriction fly, de f sur Uy soit un C!-difféomorphisme
de Uo et Vo.

L’intersection Uy N U est un ouvert de R™, ce qui implique que Vo N f(U)
est un ouvert de R™ (car f|y, est un homéomorphisme entre Uy et Vj). Donc,
VoNn f(U) est un ouvert qui contient yo et qui est entierement contenu dans
f(U). Ceci prouve que f(U) est un ouvert.

Considérons 'application 9 : [0,1] — R™ définie par ¢(t) = = + t(y — z).
Cette application est différentiable en tout point ¢ de ]0,1[ et ¥'(t) =y —x
(on identifie L(R,R™) et R™).

Considérons aussi 'application & : R™ — R définie £(z) = (z,y — ).

Cette application est linéaire. Donc, £ est différentiable en tout point z de

R™ et &'(2) = &.
On a p =¢o for. Donc, ¢ est différentiable en tout point de ]0,1[. De
plus, pour tout point ¢g de ]0, 1], on a

¢'(to) = (£ f o)) (to) = (£ f) (¥(t)) (¥ (to))
= (£ ) ((to))(y — =) = (£'(f(¥(t0))) o f'(¥(t)))(y — @)
= (§o [ (W) (y —x) = (f'(x + to(y —2))(y — 2),y — 7).

(Dans ce calcul, on identifie L(R, F') et F', pour tout espace vectoriel F'.)
Soient z et y deux vecteurs de R™. Pour tout ¢ €]0, 1[, on a

)= (fx+tly—x)y—=z)y—z) 2 kly—z,y—z).
Donc, d’apres le théoreme des accroissements finis, on obtient 1’inégalité
o(1) = ¢(0) > k(y — =,y — x),
autrement dit,
(fly) = flz)yy—x) 2 k{y—z,y —x).
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
1f () = f@)ll2 - ly = zl2 = (f(y) = f(x),y — ).
En combinant cette inégalité avec 'inégalité
(fly) = f(@)y —a) 2 k(y -2,y — x),
on obtient
1F @) = @)z lly = @ll2 > (f(y) = f(2),y — 2) = klly — =3,

d’ou

1f(y) = f(@)l2 = Elly — =[[2.



(e)

Soit V' un sous-ensemble fermé de R™. Considérons une suite (z;);ecn d’élé-
ments de R™ telle que z; € f(V) pour tout ¢ € N et la suite (2;);en soit
convergente dans R™. Notons [ la limite de cette suite, et montrons que
Le f(V).

Pour tout ¢ € N, choisissons x; € V' tel que f(z;) = 2z;. D’apres (d), pour
tous entiers positifs ou nuls 7 et 7, on a

1z = zjlle = |[f(zi) = f(z))ll2 > Kllzi — ;]

Cette inégalité et la convergence de la suite (z;);en impliquent que (x;);en
est une suite de Cauchy. Donc, la suite (z;);en converge. Notons a sa limite.
Puisque V est fermé, on a a € V. De plus, f(a) =1, doul € f(V).
Par conséquent, f(V') est un sous-ensemble fermé de R™.
Puisque R™ est un sous-ensemble ouvert et fermé de R", d’apres (b) et (e),
on obtient que f(R™) est un sous-ensemble ouvert et fermé de R™. De plus,
f(R™) est non vide. Donc, la connexité de R™ implique que f(R™) = R".
L’application f est de classe C! et, d’aprés (a), I'application linéaire
f'(x) : R™ — R™ est un isomorphisme pour tout = € R™. Donc, d’aprés le
théoreme d’inversion locale, I'application f est un C!-difféomorphisme local
en tout point x € R™. De plus, f est injective, car

1f () = f(@)ll2 = Elly — 2|2

pour tous z et y dans R™ (voir (d)). Donc, f est un C!-difféomorphisme de
R™ sur f(R™), c’est-a-dire, sur R".



